LIMITES DE FUNCIONES. CONTINUDAD

Significado del limite

Ejercicion®1.-

Representa graficamente y explica el significado de la expresion:

. Bx?-1
lim =

> 5
X—>+0 Y +2X

Ejercicion®2.-
Explica el significado de la siguiente expresion y represéntalo graficamente:
2

im>X =2 _¢
x>3 X —3

Ejercicio n® 3.-

Escribe una definicion para la siguiente expresion y represéntala graficamente:
lim f(x)= -0
X—2"

Ejercicio n°4.-

Da una definicién para esta expresion y represéntala graficamente:

. 3x?
lim

x—>1" X2 -1

=400

Ejercicio n°5.-

Dado el siguiente resultado:

2_
lim 2X2 2:2
xome X241

explica su significado y represéntalo graficamente.

Calculo de limites

Ejercicio n°6.-

Calcula:

4 —
a) limle* ~x2+1] b lim X3
X —>+0 X —>—0 |Og X




Ejercicio n° 7.-

Obtén el valor de los siguientes limites:

3-2Vx*+1 {xz—l x3 }

a) lim b) lim

X —>—0 {2X4 +1 X —>+00]

X+2 x2+1

Ejercicio n° 8.-

Calcula los siguientes limites:
2 1 x2 2 2 X+1
a) lim|<X= by lim | 2=
x>\ 3X + 2 x| 342X

Ejercicio n° 9.-

Halla el limite:

. 2X X+1
Ifm -
x>3 x*-9 x-3

Ejercicio n° 10.-

Halla el limite:

3
. [(x2=3x+1)x
lim| ————
-0 5x +1

Ejercicio n®11.-

Halla los siguientes limites:

a) limf2* -x2] b) |imﬂxxz—+1)

X —>+0 X —>—00

Ejercicio n®12.-

Halla los siguientes limites:
2 3 _
a) Iim{sx —X—} b) lim —2X =3

x—>+ol X + 71 X2+1 X ——0 I3X2+1

Ejercicio n° 13.-

Halla los limites:

2 2x 2 X
a) lim| X *1 b) lim| 2X" ="
x>+l ¥ —2 x—>-ol 3X° +9X




Ejercicio n° 14.-

Calcula el limite:

o 3x%4+x-2
M~ 7~
x>T4 X -x-1

Ejercicio n° 15.-

Calcula:

2x

. (2x% —x +1)x3
l[im| ————M——=
x-3 44X +4

Ejercicio n° 16.-

Calcula los siguientes limites:

X

a) XILTw[xs—Iog x] b lim

xome x 2 41

Ejercicio n®17.-

Calculalos limites:

Y2x® -1

a) Iim[ 3x2—1—2xJ b) lim

X —>+00 X —>—0 X4+2
Ejercicio n° 18.-
Calcula:
1 2x-3 3X2 XTJrl
a) lim|2+=— b) lim| ———
X —>—0 X X —>+0 2+3X

Ejercicio n® 19.-

Calcula el siguiente limite:

Ejercicio n° 20.-

Halla el siguiente limite:

. 3x -2 \x2
lim | ————
x-2 (X —-2x +4



Ejercicio n° 21.-

Calcula estos limites:

a) lim [3XZ—M} b) Iim

X —>+00 x—>-0 X + 1

X

Ejercicio n° 22.-

Calcula los siguientes limites:

a) lim—2X*2 1y lim [\/x2—3x +2x}

X —>+00 5X2 —3X+1 X ——00

Ejercicio n° 23.-

Halla:

2x

a) Iim(Sx_z)S b) Iim[4x_2jx

x+o\ 4 4+ 5X x>-2\ 3X +5

Ejercicio n° 24.-

Calcula:

Ifim

x—=1

i/ 2x%-3x2+1
3x%-8x2+7x-2

Ejercicio n° 25.-

Calcula el limite:
3x
. 2X+4  x-1
x=1{X“—=X+6

Ejercicio n° 26.-

Obtén el valor de los siguientes limites:

2_
a) Iim X 22 py gim X2
X —>+00 |og X Xx—- X

Ejercicio n® 27.-

Halla los limites:

2
a) Iim[ 5x2—2x—3x] b) lim X 3% -1

X —>+00| X —>—00 XG —2X



Ejercicio n° 28.-

Calcula estos limites:

—X

a) Iim(—Z_BX jz b) Iim(l+2xj -

x>—o\ —2X +1 x40\ 2X +5

Ejercicio n® 29.-

Halla el valor del siguiente limite:

. 2x%+x-10
lim———
x-2X* -3X° +4

Ejercicio n° 30.-

Calcula el siguiente limite:

1
[ x?=2x+3 )1
lim| —
x-1 X+1

Continuidad

Ejercicio n°3 1.-

Estudia la continuidad de la siguiente funcién. Si en algin punto no es continua, indica el tipo de
discontinuidad que hay:

x3-x?-5x-3
flx)=2 2 79279
(x) x%-1

Ejercicio n° 32.-

Halla los valores de a y b para que la siguiente funcién sea continua:

3x-a Si x<1
f(x)={2x2+bx+a si 1<x<2
3x+1 si x=22

Ejercicio n° 33.-

Estudia la continuidad de la siguiente funcién:

2X +3
X

f(x)={x?-2 si -1<x<2

3x+1 si X=>2



Ejercicio n° 34.-

Calcula el valor de a para que la siguiente funcién sea continua:

ax?-2x+1 si x<1
f(x)= _
3a+lnx si x>1

Ejercicio n° 35.-

Estudia la continuidad de la siguiente funcién. En los puntos en los que no sea continua, indica el tipo de
discontinuidad que presenta:

3x2-2x-8
flx)=22_—<X~°
(X) x2+3x -10

Ejercicio n° 36.-

Halla el valor de k para que la siguiente funcién sea continuaen x = 2:

3x°%-11x* +8x +4
f(x)= 4x°%-14x*+8x +8
k si x=2

Ejercicio n°® 37.-

Estudia la continuidad de la funcion:

e Si X <0
f(x)=43x2+1 si 0<x<1
4+Inx si x=>1

Ejercicio n° 38.-

Calculalos valores de a y b paraque la siguiente funcién sea continua:

ax?-2x si x<1
f(x)=44x?+ax+b si 1<x<2
3x+b si X>2

Ejercicio n® 39.-

3 2
Dada la funcién f(x):Sx 2153)( +1)E)+5’ estudia su continuidad. Indica el tipo de
X +3x -

discontinuidad que hay en los puntos en los que no es continua.




Ejercicio n° 40.-

Halla el valor de a para que la siguiente funcién sea continua:

2% +a si x<1
f(x)=1_, .
x“—-3a+5 si x>1

Teorema de Bolzano

Ejercicio n° 41.-

Demuestra que la ecuacion:
7 2
X"+3x°-2x+1=0

tiene, al menos, una solucién real. Determina un intervalo de amplitud menor que 2 en el que se encuentre la
raiz.

Ejercicio n°® 42.-

—3X

Demuestra que la ecuacion e+ 4x —2 =0 tiene, al menos, una solucion real en el intervalo [0, 1].

Ejercicio n®43-
Halla un intervalo de amplitud menor que 2 en el que la siguiente ecuacién tenga, al menos, unaraiz real:

X3+2x-7=0

Ejercicio n° 44.-

Dada la funcion f (x) =x3+ 2x + 1, encuentra un intervalo de amplitud menor que 2 en el que f (x) corta al
eje OX.

Ejercicio n° 45.-

Prueba que la funcién f (x)=3x + cos nix + 1 corta al eje OX en el intervalo [-1, O].



SOLUCIONES LIMITES Y CONTINUDAD

Significado del limite

Ejercicion®1.-
Representa graficamente y explica el significado de la expresion:

. Bx?-1
Iim ———=

> 5
X—>+0 Y +2X

Solucién:

2

Podemos conseguir que

3 esté tan proximo a 5 como queramos dando a x
X 42X
valores suficientemente grandes.
Con mas precision:

Dado ¢ >0, podemos encontrar un numero h tal que, si x > h, entonces

5x2? -1
> -5|<es.
X“ 42X
Representacion:
64
"""""" D
24
7(:1:74%:5: :é:i:({)

Ejercicio n° 2.-

Explica el significado de la siguiente expresiéon y represéntalo graficamente:

2
., X“-9
Iim =6
x-3 X —3
Solucioén:

Dado ¢ >0, podemos encontrar & >0 talque,si x=3 y 3-86<x<3+3, entonces
x? -9
x-3

-6

<E&.




Representacion:

64

Ejercicio n° 3.-
Escribe una definicion para la siguiente expresion y represéntala graficamente:

Ifm f(x )= —o0

X—2"

Solucioén:
Dado un nimero k, podemos encontrar & tal que, si 2 -8 <x <2, entonces f(x) < —k.
Representacion:

64

(8]

K3

|
O
|
kS
|
3

—— e e e e L
IS

Ejercicio n®°4.-

Da una definicidn para esta expresion y represéntala graficamente:

. 3x?
lim

xo1t X2 -1

= +o0

Solucioén:

Dado un nimero k, podemos encontrar 6 >0 tal que,si 1 <x<1+3, entonces
3x?
x% -1

> K.



Representacion:

64

Ejercicio n°®5.-
Dado el siguiente resultado:

2
lim 2% =2 _5
xo-o X°+1

explica su significado y represéntalo graficamente.

Solucioén:

2
2X 2_2

Dado ¢ >0, existeunnumero h talque,si x <—h, entonces 71
X+

<E&.

Representacion:

Calculo de limites

Ejercicio n°6.-

Calcula:
4 —
a) lime* ~x2+1 b) lim X 3%
X —>+00 X —>—o0 |Og X

Solucién:

a) lim [eX —-x? +l]:+oo

X—>+0

Porgue una exponencial de base mayor que 1 es un infinito de orden superior a una potencia.



ox*=3x . x*+3x
b) lim 5= lim 5 = +00
X—>—0 |Og X X—>+00 |Og X

Porgue una potencia es un infinito de orden superior a un logaritmo.

Ejercicio n°®7.-

Obtén el valor de los siguientes limites:

. 3-24x%+1 .| x?2-1 X3
a) lim —————— b) lim -—

X -0 /2x4+1 x40l X +2 X411
Solucién:
a) Iim3 2X+1:“,m3 29X +1 2:_\/5

I x? x® (X =D(XP ) -x3(x+2) . x*-1-x*-2x°
b) lim -— = lim 5 = lim — - =
xon X+2 XS 41| xow (x+2) (x°-1) Xk X 4 X +2X° +2
— 3_
= lim 2x -1 -2

xowo 3 4 2x2 4 X + 2

Ejercicio n°8.-

Calcula los siguientes limites:

x2 x+1
a) Iim|2X=1 by Iim [2X=2
x>\ 3X + 2 x>0\ 342X

Solucién:
)<2 >(2 +00
a) lim 2x-1) lim —2x-1)y (2 =0
x—>-o| 3X + 2 x40 —3X + 2 3

x+1 . 2x-2 .. . 2x-2-3-2X ) .  _5x-5 -5
b) Iim [ZX -2 — exlm+x[3+2x ) (1) — exlerx[ 3+2x J (x+1) — exlnlw 342x — 87
3+2x

X—>+0

Ejercicio n°9.-

Halla el limite:

P 2X X +1
lim 5 -
x>3 x°-9 x-3

Solucioén:

x—3

Iim[ 2x x+1}=“,m2x—(x+1)(x+3)_, 2x—(x2+4x+3):

X2-9 x-3] *% (x+3)(x-3) <% (x+3)(x-3)

11



“oa(x+3)(x-3) (0)
Hallamos los limites laterales:

fim X 2% =3 gy X o2X =3
x-3 (x +3) (x -3) b o (x+3) (x-3)

Ejercicio n° 10.-

Halla el limite:

3

(x2=3x+1)x

lim| —————

-0 5x +1
Solucién:

3 x2_3x+1 ] 3 [x2—3x+1—5x—1J 3 2

2 lim | X273%+ 413 lim | XZ73X+oxAA ] 3 L ox?-8x 3 jim 3%(x-8)
lim (X 5—3X1+1JX :exao[ 5x+1 X :ex~>0 5x+1 X :e)!ino oxil X :exino x(5x+1) _
Xx—0 X +

3(x-8)

lim
—@xo0 5x+l _ e*24

Ejercicio n®11.-

Halla los siguientes limites:

a) lim[2*-x?] b) h’mﬂxxz—*l)

X —>+0 X ——0

Solucioén:

a) lim [2X —xz]:+oo

X—>+00
Porgue una exponencial de base mayor que 1 es un infinito de orden superior a una potencia.

by lim In (x2+1): im In

X—>—00 X X—>+00 —X

(x2 +1):O

Porque las potencias son infinitos de orden superior a los logaritmos.

Ejercicio n®12.-

Halla los siguientes limites:
2 3 _
) |im{3X - } b) lim 2% 3

x>+l X + 71 X2+1 X —>—00 ,3X2+1

12



Solucién:

x+1 x%+1

a) lim

X—>+00

(x+1) (x* +1)

2x* —x3® +3x?
= lim —————=+x
xoim X3 4 X2+ x+1

) - —2x-3 _-2_-23
b) lim = lim
H'w\/sx +1 “+°°\/3x 1 V3 3

Ejercicio n° 13.-

Halla los limites:
x2+1)" ax?2-7 Y\
a) lim| —; b) lim| ———
X—>+o0| X _2 X ——00 3X +9X

Solucioén:

2 2x im [ X541 oy fim | X X2
X“+1 x—+w| x2-2 X—>+o0l
=€ =€

a) lim

X—>+00l 2

X -2
2 X 2 -X —o0 +o0
b) lim| 2= | _ jim [ 2X =T :(ij :(2) -0
x> 3x% +9x x>+ 3x% —9X 3 4

Ejercicio n° 14.-

Calcula el limite:

3x%+x-2
lim —————
x>1x% 4 x?-x -1

Solucién:

i 3XEX=2 (x+1)(3x—2)_“, 3x -2

Hallamos los limites laterales:

. 3x-2 , 3x-2
Iim —————=-; lim

o X+ (x-1) o +)(x-1

Ejercicio n° 15.-

Calcula:

2x

. (2x% —x +1)x3
lim| —————=
x=3 44X +4

]
X X1 A (1] (x-1) )] ©)

3x? x| _ lim 3X?(x2+1) - x*(x+1) | im 3x* +3x% —x*
X—>+00) X—>+00 X3 +X+X2 +1



Solucién:

2x 2 2
o) " 2X°—x+1 2X " 2X°—x+1-4x-4 | 2x 2
| 1] - | .22 . 2x“-5x-3 2
lim [ZX2 —X+1)*3 _ X£n3[ 4x+4 } X3 _ xlin3[ 4x+4 J x-3 :ellﬂs X4x+2 xffs _
x—3 4x +4
im (2x+1) (x=3) (2x) Ifm (2x+1) (2x) 42 21
— e (4x+4) (x-3) — 3 (4x+4) —el6 —g8

Ejercicio n°® 16.-

Calcula los siguientes limites:

X

a) lim[x3-log x b) lim
)xa+m[ g ] )Xﬁfoc X2+1

Solucién:

a) lim [x3 ~log x]: +00
X—>+00

Porque las potencias son infinitos de orden superior a los logaritmos.

b) lim 3 = lim 3; =i=0
xomo X 41 XX 41 400

Ejercicio n®17.-

Calculalos limites:

3[oy5 _
a) Il'm[ 3x2—1—2x} ¥x° -1

X —>+00

b) lim

x4 +2
Solucioén:

3x2-1-4x2

a) lim [\/3x2—1—2x]= Iim( 3X2_1_2Xj( 3X2_1_2X): lim -

X0 o V3x2 -1+ 2x " J3x? —142x )

] -x?-1
= lim ———————=—

e J3x2% -1+ 2x -
3 5 3 5
b) lim N2 2L 22X

X—>—00 \/X4+2 X—>+00 \/X4+2

Ejercicio n° 18.-

Calcula:

X+1

2x-3 2 >
a) lim (2+ij b) lim | 2%
X —>—00 X x—>+0| 2 4+ 3X



Solucién:

2x-3 -2x-3
a) lim (2+1j ~ lim [2—% —2 =0
X

X—>—00! X—>+00! X

x+ - 3x? x+1 - (3x2-2-3x2) (x+1 ox_2
3X2 2 lim -1 - lim 5 15 Jim —2X
. X—>+0) X—>+0 oo 2
b) Iim =g T =e 2r3x =g A — g0 =1

2+3x?

X—>+o0

Ejercicio n° 19.-

Calcula el siguiente limite:

V2X +4 -2

lim ——

>0 Ux +1-1

Solucién:

Iim\/2x+4—2 —1im (W2x+4-2) (\/2x+4+2) (\/x+1+1) L

im (2x+4-4) (Wx+1+1)

o0 Sx41-1 0 (fx+1-1)(Wx+1+D) (W2x+4+2) 0(x+1-1) (V2x+4+2)

2X(Wx+1+1 _iim 2(vx+1+1) 4

=lim —

0 x(42X+4 +2) X0 \2x+4+2 4

Ejercicio n° 20.-

Halla el siguiente limite:

. 3x -2 \x2
lim | ————
-2 (X -2Xx +4

Solucioén:
X ) 3x-2 X i [ 3x-2xPr2x-4|  x o (—x245x-6)x
Iim (& x-2 _ exhinz(xzi‘hﬂ_llﬁ _ ex'Tz[ 2 ovid x-2 :ex'[‘,"z (2x+4) (x_2) _
x>2 \ X —2x+4
fim —x(x=3) (x-2) Jim —X(x-3) 2 1
— 2 (x2-2x+4) (x-2) _ e 2 (x2-2x+4) _ g4 —e2

Ejercicio n® 21.-

Calcula estos limites:

a) lim |:3X2—M] b) lim

X —>+00 X—-0 X +1

X

15



Solucién:

X—>+o0 X—>+00)

a) lim [:%x2 —\/x9—+1} = lim {—xg} =—o0

et e 0
b) lim = lim =—=0
x>0 X +1  xote —X+1  —o0

Ejercicio n° 22.-

Calcula los siguientes limites:

a) lim—2X*2 1y Iim [\/x2—3x +2x]

X —>+00 5X2 —3X+1 X ——00

Solucioén:

a) lim —_3X*2 _3 35

= 5x2 _3x41 5 5

( x2+3x—2xj(\/x2+3x+2xj
b) Il'm[ x2—3x+2x}: Iim[ x2+3x—2x]: lim =

. XZ43x-4x* —3x% +3x
= lim = lim =—©

oo 2 3% 4 ox X2 +3x +2x

Ejercicio n° 23.-

Halla:
5x 27 ax -2\
- 3 —
a) lim|2X b) Iim|2X
xo+eo\ 445X x—-=\ 3X +5
Solucién:

X—>+00

2x

5x—-2)\3 lim [5)(—2_1] 2 lim (7&(_2_4_5)(] X Jim —12x 12 -4

a) Il'm — ex~>+w 4+5x 3 — ex~>+w 4+5x 3 — ex9+m12+15x —e 15 _ e 5
4 +5Xx

x2-1 x2-1 +0
. (4Ax-2 - [(—4x-2 4
b) lim = lim| —— =|—| =+
x>-o\ 3X +5 xorel —3X +5 3

Ejercicio n° 24.-

Calcula:

. 2x3%-3x2+1
lim 3 3 5
x>l | 3X® —8X“+7X -2




Solucién:

3 _ a2
Il'mi/ gx fx +1 2x+1 2x+1 %
x1 | 3x° —8x2 +7X -2 (3x-2)( 3X—

Ejercicio n° 25.-

Calcula el limite:

3x
. 2X +4  \x-1
oL\ X" —X+6

Solucioén:

x2-Xx+6

x—1

Jim —3X(x=2) (x-1) o -3x(x-2)
exﬁl (x2=x+6) (x-1) _ N x2-x+6 —

Ejercicio n° 26.-

Obtén el valor de los siguientes limites:

2
a) lim X" =2 py im XL
X —>+00 |og X x—>-o 22X
Solucioén:
. 3x%-2
a) lim =+
X—>+0 |og X

Porque las potencias son infinitos de orden superior a los logartimos.

by lim XL _ g XL

x>0 X X—>+mo DX

Ejercicio n° 27.-

Halla los limites:

2
) lim[Vox7—2x -3x | b) Jim X X2

X —>+00| X —>—0 XG —2X

Solucioén:

( 5x2 — 2x —3xj(\/5x2 —2x +3x)
a) Iim[ 5x2—2x—3x}= lim =
X—>+00 X—>+00 \/5X2 —2X +3X

8x 2x+4-x2+x-6 3x
— im [ 2X+4 4. 3% lim | SXEATXCAXTD ) SX I M
|im (ﬂ)x_l — ellTl[XZ_ere l] x-1 exal{ x2_x+6 ] x-1 ele (X _x+6) (x-1) _

17



5x2 —2x —9x? —4x?% —2x

=lim —————= M ——=—

10 5x2 —2x +3x 7™ 4/5x? —2X +3x

2 _ 2_ _
b) Iimx +3X 1=“,mx 3X 1:

0

Ejercicio n° 28.-

Calcula estos limites:

—X

2-3x V2 1+2x P
a) lim (—j b) Il’m( )

x—-o| —2X +1 x>t 2X +5

Solucién:
(2-3x Y2 . (2+3x)2 (3)”
a) “m = I|m =| — = 400
xo-o| —2X +1 xo+0\ 2X +1 2
2x2.1 im +2x ). K2_ im L+2x-2x-5) K2_ . _8x%+4
b) llrm l+ 2X :eXL)+rx:(2)(+5 1] (2 l)zexL+m( 2x+5 ] (2 l)zexlgﬁm 2x+5
x>0\ 2X +5
Ejercicio n° 29.-
Halla el valor del siguiente limite:
. 2x%24x-10
lim ————
x=22 X% -3xX°+4
Solucioén:
co2x?4x-10 . (2x+5)(x-2) 2x+5 9
lim =lim =lim =—

S NEIE NI (x+1)(x-2) o2 (x+1)(x-2) (0)
Hallamos los limites laterales:

x—2" (X + 1) (X - 2) ' x—2* (X + 1) (X - 2)

Ejercicio n° 30.-

Calcula el siguiente limite:

1
[ x?=2x+3 )1
lim| ———
x-1 X+1

Solucién:
1 x%-2x+3 1 x2-2x+3-x-1 1 2
i 1. — i R Al P . -3x+2
. X2 —2X+3 |*x1 >|<Tl[ x+1 : x-1 >|<IT1 x+1 x-1 fim X X >;+ :
lim| ——— =e —e —ern xr
x-1 X+1

=e =0

18



Continuidad

Ejercicio n°3 1.-

Estudia la continuidad de la siguiente funcién. Si en algin punto no es continua, indica el tipo de
discontinuidad que hay:

x®-x2-5x-3
fix)=———— ——  —
(x) x%-1
Solucioén:

e Dominio =R - {-1, 1}.
f(x) escontinuaenR —-{-1, 1}.

e Veamos el tipo de discontinuidad que presentaen x=-1 yen x=1:

i XX -5x-3 . (x+17 (x-3) . (x+1)(x-3) 0
m = lim = | A _
x>-1 x? -1 x>-1 (x+1)(x-1) x>1  x-1 -2

Discontinuidad evitable en x =—1.

(x+1)(x-3) -4

lim f(x) = lim =——. Hallamos los limites laterales:
x—1 x—>1 X—-1 (0)

lim f(x)=400;  lim f(x)=—o

x—1" x—1"

Discontinuidad de salto infinito en x = 1.

Ejercicio n° 32.-

Halla los valores de a y b paraque la siguiente funcién sea continua:

3x —a Si x <1
f(x)={2x?+bx+a si 1<x<2
3x+1 Si X>2

Solucioén:
e Dominio=R

e Six#1yx=2 — f(x) escontinua, pues esta formada por funciones continuas.

e En x=1:
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limf(x)=lim(3x-a)=3-a

x—1" x—1"

lim f(x)= Iim(2x2 +bx+a):2+b+a

x—1" x—1"

f)=2+b+a

Para que f(x) sea continuaen x =1, hade ser:
3-a=2+b+a —» 2a+b=1

e En x=2:

lim f(x) = lim (2x2 +bx +a)=8+2b+a

X—2" X—2"

lim f(x)= lim (3x +1)=7
x—2" x—2"

f(2)=7

Para que f(x) sea continuaen x =2, hade ser:
8+2b+a=7—> a+2b=-1
e Uniendo las dos condiciones anteriores, tenemos que:

2a+b=1 | b=1-2a
a+2b=-1 a+21-2a)=-1 » a+2-4a=-1 -»-3a=-3 —» a=1; b=-1

Ejercicio n° 33.-

Estudia la continuidad de la siguiente funcién:

2X +3

Solucioén:

e Dominio=R

e Sixz-1yx#2 — f(x) escontinua, pues esta formada por funciones que son continuas en los intervalos
correspondientes.

e En x=-1:

-1

lim f(x)= lim X3 _

x—-1" Xx—-1" X

lim f(x)= lim (xz—Z):—l f(x) escontinuaen x =-1.

x—-1" x—-1"

f(-1)=-1
e En x=2:

20



lim f(x)= lim (Xz _2):2 f(x) esdiscontinuaen x = 2. Hay una discontinuidad de

X—2" X—2"
lim f(x)= lim (3x+1)=7{ salto finito.

Ejercicio n° 34.-

Calcula el valor de a para que la siguiente funcion sea continua:

ax?-2x+1 si x<1
f(x)= :
3a+In x si x>1

Solucioén:
e Dominio=R

e Six#1 — f(x) escontinua, pues estd formada por funciones continuas.

e En x=1:

lim f(x) = I|'m(ax2 - 2X +1):a—1

x—=1" x—1"

lim f(x) = lim(3a+1In x)=3a

x—1" x—1"

fl)=a-1
Para que f(x) seacontinuaen x=1, hade ser:

a-1=3a —» 2a=-1 > a:—%

Ejercicio n° 35.-

Estudia la continuidad de la siguiente funcién. En los puntos en los que no sea continua, indica el tipo de
discontinuidad que presenta:

3x2-2x-8
f(x)-Z—2x-8
X“+3x-10

Solucién:

_3x?-2x-8 (3x+4)(x-2)
flx)= x> +3x-10 (x+5)(x-2)

e Dominio =R - {-5, 2}
f (X) es continua en R — {-5, 2}.

e Veamos el tipo de discontinuidad que presentaen x=-5 yen x=2:

lim f(x)= Iim 3x+4 :_—11. Hallamos los limites laterales:

x—>-5 x>-5 X +5 (O)




lim f(x)=+00 ;  Iim f(x)=—0

X—>-5" x—>-5%

Discontinuidad de salto infinito en x = -5.

limf(x) = lim 3X*4 _10
x—2 x>2 X+5 7

Discontinuidad evitable en x = 2.

Ejercicio n° 36.-

Halla el valor de k para que la siguiente funcién sea continuaen x =2:

3x%-11x2+8x +4
f(x)= 4x° -14x? +8x +8
k si x=2

Solucién:

Para que f(x) sea continuaen x =2, ha de tenerse que:

limf(x)=f(2)

X—2

] c 3 -1 +8x+4 . (x—2F(3x+1) . 3x+1 7
limf(x)= lim = lim = lim -
x>2 22 4x% —14x% +8x+8 2 (x -2 (4x+2) *»24x+2 10
f(2) =k

e Por tanto, ha de ser k :l
10

Ejercicio n° 37.-

Estudia la continuidad de la funcion:

e Si X <0
f(x)=43x2+1 si 0<x<1
4+Inx si x=>1

Solucién:
e Dominio=R

e Sixz0y x#1 — f(x) escontinua, pues esta formada por funciones continuas.

e En x=0:



lim f(x)= lim e* =1

x—0" x—0"

lim f(x)= lim (3x2 +1)=1 f(x) es continua en x =0.

x—0" x—0"
f(0)=1
e En x=1:
lim f(x) = lim (3x2 +1)=4

x—1" x—=1"
lim f(x)=lim (4 +In x)=1} f(x) es continua en x =1.
x—>1" x—1"

f(1)=4

e Portanto, f(x) escontinuaen R.

Ejercicio n° 38.-

Calculalos valores de a y b paraque la siguiente funcion sea continua:

ax?-2x si x<1
f(x)={4x?+ax +b si 1<x<2
3x+b si X =2

Solucién:
e Six#1yx=2 — f(x) escontinua, pues esta formada por funciones continuas.

e En x=1:

lim f(x) = lim (ax2 —2x)=a—2

x—1" x—1

lim f(x)= lim (4x? +ax +b)=4+a+b

x—1" x—1"
f(l):4+a+b

Para que f(x) seacontinua x=1, hade ser:
a-2=4+a+b > b=-6

e En x=2:

lim f(x)= Iim (4x? +ax ~6)=10+2a

X—2" X—2"

lim f(x)= 1im (3x —6)=0
x—2" x—2"

f(2)=0

Para que f(x) sea continuaen x=2, hade ser:
10+2a=0 —» 2a=-10 —» a=-5

e Portanto, f (x) seracontinuasi a=-5y b=-6.
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Ejercicio n° 39.-

_3x®+15x%+x+5
x? +3x -10
discontinuidad que hay en los puntos en los que no es continua.

Dada la funcién f(x) , estudia su continuidad. Indica el tipo de

Solucioén:

f(X)_3x3+15x2+x+5_(x+5)(3x2+1)
~ x24+3x-10  (x+5)(x-2)

e Dominio =R - {-5, 2}
f (X) es continua en R — {-5, 2}.

o Veamos que tipo de discontinuidad que presentaen x=-5 yen x=2:

] . 3x%2+1 76 -76
lim f(x)= lim =—=
X—>-5 x>5 X —2 -7 7

Discontinuidad evitable en x = -5.

2
limf(x)=Iim S +1_ E Hallamos los limites laterales:
X—2 x->2 X —2 (0)
lim f(x)=—0 ;  lim f(x)=+4o
x—>2" x—2*

Discontinuidad de salto infinito en x = 2.

Ejercicio n° 40.-

Halla el valor de a para que la siguiente funcién sea continua:

2% +a si x<1
f(x)=1, .
Xx“-3a+5 si x>1

Solucioén:

e Si x#1 — lafuncién es continua, pues esta formada por funciones continuas.

e En x=1:

lim f(x) = lim(2* +a)=2+a

x—1" x—1"

lim f(x) = lim (x2 —3a+5):6—3a

x—1" x—1"

f1)=2+a

Para que f(x) seacontinuaen x=1, hade ser:

2+a=6-3a —»> 4a=4 —> a=1

24



Teorema de Bolzano

Ejercicio n°41.-

Demuestra que la ecuacién:
7 2
X" +3x°-2x+1=0

tiene, al menos, una solucién real. Determina un intervalo de amplitud menor que 2 en el que se encuentre la
raiz.

Solucién:

e Consideramos la funcion f (x) = x” + 3x?> — 2x + 1, que es continua por ser polinémica.
e Tanteando, encontramos que f(-2)=-111; f(-1)=5.

e Esdecir:

f(x) es continua en [— 2,—1]
signo de f(-2)# signode f(-1)

Por el teorema de Bolzano, sabemos que existe, al menos, un ¢ € (-2, -1) tal que f(c)=0.

La raiz de la ecuaciéon es c.

Ejercicio n°® 42.-

—3x

Demuestra que la ecuacién e +4x -2 =0 tiene, al menos, una solucion real en el intervalo [0, 1].

Solucién:

—3x

e Consideramos la funcion f (x) = e+ 4x -2, continua en R, pues es suma de funciones continuas. En

particular, sera continua en [0, 1].
e Por otra parte, tenemos que:

f(0)=-1<0

f1)=e +2>o} signode f(0)# signode f(1)

e Por el teorema de Bolzano, podemos asegurar que existe, al menos, un ¢ € —(-1, 0) tal que f(c)=0.

La raiz de la ecuacion es c.

Ejercicio n° 43-
Halla un intervalo de amplitud menor que 2 en el que la siguiente ecuacién tenga, al menos, unaraiz real:

X3+2x-7=0
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Solucién:

e Consideramos la funcion f (x) = 3x® + 2x — 7, continua por ser polinémica.
e Tanteando, encontramos que f (1) =-2; f(2) = 21.

e Esdecir:

f(x) escontinuaen [1, 2]
signo de f(1)= signode f(2)

Por el teorema de Bolzano, sabemos que existe, al menos, un ¢ < (1, 2) tal que f(c)=0.

La raiz de la ecuacion es c.

Ejercicio n° 44.-

Dada la funcion f (x) =x3+ 2x + 1, encuentra un intervalo de amplitud menor que 2 en el que f (x) corta al
eje OX.

Solucién:

e f(x) escontinuaen R, pues es una funcién polinémica.
e Tanteando, encontramos que f(-1)=-2, f(0) =1.

e Esdecir:

f(x) escontinuaen [-1,0]
signo de f(-1)= signode f(0)

Por el teorema de Bolzano, podemos asegurar que existe, al menos, un ¢ € (-1, 0) tal que f(c)=0.

f (x) cortard al eje OX en x=c.

Ejercicio n° 45.-

Prueba que la funcién f (x)=3x + cos nix + 1 corta al eje OX en el intervalo [-1, O].

Solucioén:

e f(x) esunafuncion continua en R, pues es suma de funciones continuas. En particular, sera continua en [-1,
0].
e Por otra parte:
f(-1)=-3<0] _ :
signode f(—1)= signode f(0
(02 g | Snade f(-2)+ signade 10

Por el teorema de Bolzano, podemos asegurar que existe, al menos, un ¢ € (-1, 0) tal que f(c)=0.

f (x) cortard al eje OX en x=c.
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